Bayes-Statistik
Bayes – Einführung
Was ist Bayes-Statistik?
Bayes-Statistik basiert auf dem Bayes-Theorem, wobei H für die Hypothese und D für die Daten steht. Es wird also p(H|D) - die Wahrscheinlichkeit einer Hypothese (gegeben den Daten) berechnet. Dabei kann außerdem Hintergrundwissen, zum Beispiel Befunde aus vorherigen Untersuchungen oder theoretische Vorannahmen (im Theorem: p(H)) berücksichtigt werden.
Wie unterscheidet sie sich von den bisherigen (frequentistischen) Verfahren?
· Im Rahmen frequentistischer Verfahren wird die Wahrscheinlichkeit der Daten gegeben einer Hypothese p(D|H) getestet, bei Bayes p(H|D). 
· Die Nullhypothese geht in frequentistischen Ansätzen davon aus, dass nichts zu beobachten ist, bei Bayes hingegen werden dazu Vorannahmen berücksichtigt.
· Bei frequentistischen Ansätzen (vor allem bei Methoden die auf Normalverteilung basieren) werden große Stichproben benötigt, bei Bayes nicht notwendigerweise.
· Die Berücksichtigung von Vorannahmen ist nur in der Bayes-Statistik möglich.
· Die Modellparameter sind bei Bayes unbekannt und zufällig, in frequentistischen Ansätzen hingegen unbakannt, aber fest.
· In der frequentistischen Statistik gibt es einen wahren Wert für den Populationsparameter, in bayesianischer wird dieser durch eine Werteverteilung wiedergegeben, die die Unsicherheit ausdrückt.
· In der Frequentisitik werden Konfidenzintervalle geschätzt. Diese geben an, dass bei unendlich vielen Stichproben gezogen aus einer Population 95% davon den wahren Wert enthalten. Bei Bayes werden Credibility Intervalle geschätzt. Dieses gibt an, dass mit einer 95%igen Wahrscheinlichkeit der wahre Wert innerhalb dieses Intervalls liegt.
Welchen Einfluss haben Vorannahmen auf das Ergebnis in der Bayes-Statisitik?
Vorannahmen über die Wahrscheinlichkeit der Hypothesen, als Priors oder Priorverteilung bezeichnet, stellen Informationen auf Basis der Daten dar, die für das eigentlich interessierende, nämlich die Posteriorverteilung bzw. die Posteriors, herangezogen werden. Die Priors werden dabei anhand der Daten geprüft, in dem die Wahrscheinlichkeit der Daten gegeben den Hypothesen und die Likelihoods bzw, die Verteilung der Likelihoods (=Likelihoodfunktion) bestimmt werden. Es ist also p(H|D) = Posteriors ≈ Priors*Daten. Daraus ergibt sich, dass die Posteriors quasi ein Kompromiss des Vorwissens (Priors) und der beobachteten Evidenz (Daten) sind. Anders ausgedrückt spiegeln die Posteriors das aktualisierte Wissen über einen Gegenstand wider, in dem ein Abgleich zwischen Vorwissen und empirischer Beobachtung vorgenommen wird.

Bayes – Vorgehen
Aus welchen Schritten setzt sich das Vorgehen in der Bayes-Statistik zusammen?
1.) Auswahl des Priors/der Priorverteilung
2.) Beobachtete Evidenz
3.) Schätzung des Posteriors/der Posteriorverteilung
Welche Priorverteilungen gibt es?
Priors reflektieren das Ausmaß an Vorwissen und unterscheiden sich anhand ihres Informationsgrades. Es wird zwischen non-informativer Priorverteilung, auch objektive Priors, und informativen Priorverteilungen, auch subjektive Priors, differenziert. 
Was sind non-informative Priorverteilungen?
Ein non-informativer Prior nimmt eine Gleichverteilung der Wahrscheinlichkeiten und entspricht damit den frequentisitischen Ansätzen, da kein Vorwissen in die Schätzung eingeht.
Was sind informative Verteilungen?
Informative Verteilungen unterscheiden sich untereinander in ihrem Informationsgrad. Dieser wird durch die Festlegung des Mittelwerts und der Angabe der Präzision der Verteilung bestimmt. Die Präzision gibt den Grad der Unsicherheit über den Mittelwert der Priorverteilung an. Sie spiegelt sich in der Varianz der Priorverteilung im Sinne des Kehrwerts der Varianz (). Es gilt also: Je größer die Varianz desto kleiner ist die Präzision und entsprechend weniger informativ ist die Verteilung. Präzision und Mittelwert werden als Hyperparameter bezeichnet.
Wie ist die Priorverteilung auszuwählen?
Je weniger Vorwissen vorhanden ist, desto uninformativer muss der Prior gewählt werden. Es ist sehr wichtig einen passenden Prior zu wählen und die Wahl entsprechend gut zu begründen. Falsch gewählte Priors führen zu falschen Ergebnissen.
In welchem Zusammenhang stehen Prior und Posteriorverteilung? 
Je informativer ein Prior ist, desto stärker beeinflusst er den Posterior. Bei höherer Präzision im Prior, verringert sich die Varianz des Posteriors. Dies drückt sich auch in den Posterior Probability Intervals (PPI; = Credibility Intervals, CI) aus. 
Was geschieht mit der beobachteten Evidenz?
Die beobachtete Evidenz dient der Berechnung der Parameter. Die Likelihoodfunktion wird dabei mittels eines Maximum Likelihood Schätzverfahrens geschätzt.
Wie wird die Posteriorverteilung geschätzt?
Die Posteriorverteilung kann i.d.R. nicht exakt bestimmt werden. Daher wird sie mittels eines Simulationsverfahrens approximiert, der sogenannten Markov Chain Monte Carlo (MCMC) Methode.
Wie funktioniert die MCMC Methode grundsätzlich?
Die MCMC-Methode ist ein iteratives Verfahren, bei dem viele Ziehungen aus der Posteriorverteilung simuliert werden. Darüber werden Modalwert, Median, Mittelwert, das 95% CI (Credibility Intervall) etc. berechnet.
Bayes – Fazit
Welche zentralen Vorteile hat die Bayes-Statistik?
· Vorwissen kann berücksichtigt werden (Kumulierung von Wissen)
· Berechnung der Wahrscheinlichkeiten einer Hypothese gegeben der Evidenz
· [bookmark: _GoBack]Häufig reichen kleinere Stichproben als bei den Standardverfahren aus
Welche Probleme birgt die Bayes-Statistik?
· Festlegung des Priors (subjektiv, kann missbraucht werden)
· In vielen Statisitikpaketen nicht verfügbar (z.B. nicht in SPSS vorhanden)
Was ist abschließend in Bezug auf die Bayes-Statistik festzuhalten?
Der bayesianische und der frequentistische Ansatz schließen sich nicht aus, dem bayesianischen gehört aber sicherlich die Zukunft.
