Hierarchisch Lineare Modelle
HLM I
Wofür werden HLM benötigt?
HLM (hierarchical linear modeling; auch Mehrebenenanalyse: multilevel modeling oder multilevel random coefficient model) ermöglichen die Analyse von hierarchische Daten. Dabei wird die Variabilität von Merkmalen auf verschiedenen Analyseebenen berücksichtigt – also die Varianz auf allen Ebenen. HLM ermöglichen also die simultane Analyse von Zusammenhängen auf unterschiedlichen Analyseebenen, wodurch atomistische und ökologische Fehlschlüsse vermieden werden und eine unverzerrte Schätzung von Standardfehlern erfolgen kann. Auch aus inhaltlichen Gründen stellen HLM eine wichtige Verfahrensgruppe dar.
Was sind hierarchische Daten?
Die Datenstruktur besteht aus mehreren hierarchisch geordneten Ebenen, wobei innerhalb  jeder Ebene beobachtbare, klar definierte Einheiten existieren. Jede Einheit einer niedrigeren Ebene ist dabei eindeutig einer Einheit auf der nächsthöheren Ebene zugeordnet. Beispiele: Befragte genestet in Kreisen, SchülerInnen in Klassen in Schelen oder Messzeitpunkte in Personen (Wiederholungsmessung).
Warum sollte beim Vorliegen von hierarchischen Daten auf HLM zurückgegriffen werden?
1) Zusammenhänge auf unterschiedlichen Analyseebenen sind mathematisch voneinander unabhängig. Das bedeutet, dass jeder Zusammenhang auf individueller Ebene in Kombination mit jedem Zusammenhang auf Gruppenebene auftreten kann!
2) Disaggregation und Aggregation sind als Auswertungsstrategien suboptimal.
3) Single-level Analysen basieren auf der Annahme unabhängiger Beobachtungen.
Welche Gefahr besteht, wenn von einem Zusammenhang auf einer Analyseebene auf einen Zusammenhang auf einer anderen Ebene geschlossen wird?
1) Ökologischer Fehlschluss: Die Analyse erfolgt auf einer höheren Analyseebene, die Interpretation jedoch auf einer darunterliegenden. Beispiel: In Bezirken mit hohem Ausländeranteil erzielen rechtsextreme Parteien bessere Wahlergebnisse. Fehlschluss: Ausländer wählen rechtsextreme Parteien. Erklärung des Zusammenhangs: In Wahlkreisen mit hohem Ausländeranteil wählen wahlberechtigte Nicht-Ausländer besonders häufig rechtsextreme Parteien.
2) Atomistischer Fehlschluss: Umkehrung des ökologischen Fehlschlusses, sodass die Analyse auf einer unteren Ebene, die Interpretation aber auf einer höheren Ebene erfolgt. Beispiel: Arbeiter mit guter Ausbildung verdienen mehr als Arbeiter mit geringer Ausbildung. Fehlschluss: Die Arbeitnehmer in Regionen mit hohem Ausbildungsniveau haben ein größeres Einkommen als in Regionen mit niedrigerem Ausbildungsniveau.
Was bewirkt Disaggregation?
Bei der Disaggregation werden Eigenschaften der Analyseeinheiten der übergeordneten Ebene den Analyseeinheiten der unteren Ebene zugeordnet. Die Analysen erfolgen dann auf der unteren Ebene. Der Hauptnachteil ist die Annahme, dass die Zusammenhänge zwischen den Variablen der unteren Ebene für alle Einheiten auf der übergeordneten Ebene gleich sind. Ein weiterer Nachteil ist, dass die statistische Power überschätzt wird. Grund für die Überschätzung ist die Verwendung der Stichprobengröße auf Level 1 statt der geringeren von Level 2.
Was bewirkt Aggregation?
Bei der Aggregation werden Variablen für jede übergeordnete Analyseeinheit zusammengefasst, bspw. Anhand der Mittelwerte. Die Analysen werden dann auf der übergeordneten durchgeführt. Dabei entstehen zwei Probleme: Zum einen geht statistische Power verloren, da die Stichprobengröße von Level 2 statt von Level 1 verwendet wird. Zum anderen verliert man Informationen, da die Variabilität zwischen den Versuchspersonen nicht berücksichtigt wird.
Welche Bedeutung hat die Annahme unabhängiger Beobachtungen für die Datenanalyse?
Die üblichen statistischen Verfahren beruhen auf dieser Annahme, bei hierarchischen Daten ist jedoch die Annahme der Abhängigkeit von Daten plausibel. So sind SchülerInnen aus einer Schule einander ähnlicher als im Vergleich mit einer anderen Schule. Wenn die Abhängigkeit der Beobachtungen nicht berücksichtigt wird, führt die zu einer verzerrten Schätzung der Standardfehler. Sie werden zu klein geschätzt, wodurch die Prüfstatistiken zu groß, also zu schnell signifikant werden. Die entspricht dem Alpha-Fehler.
Wie lässt sich die Annahme der Unabhängigkeit der Beobachtungen prüfen?
Die Annahme lässt sich mittels der Intraklassenkorrelation prüfen, die den Anteil der Varianz auf der höheren Ebene an der Gesamtvarianz darstellt. Es gilt:

Bei Unabhängigkeit der Daten ergibt sich ρ = 0.
Wie lässt sich HLM formal darstellen?
Die HLM besteht aus einem Gleichungssystem, dass die Effekte auf Level 1 und die Effekte auf Level 2 berücksichtigt. Die Basis bildet die Level 1-Gleichung mit yij = β0j + β1j*x1ij + eij mit J Level 2 Einheiten und Ni Level 1 Einheiten. β0j und β1j sind die Outcomes auf Level 2 für die gilt: β0j = γ00 + u0j (random intercept) und β1j = γ10 + u1j. Dies lässt sich zusammenfassen zu yij = γ00 + γ10*x1ij + u0j + u1j*x1ij + eij. Die ersten zwei Summanden geben die festen Effekte (fixed part) und die letzten drei die zufälligen Effekt (random part) wieder.
Wie sind die Abweichungen u0j, u1j und eij definiert?
1) u0j ist die Abweichung des klassenspezifischen Intercepts β0j vom vorhergesagten Intercept (= random intercept) mit u0j = β0j – β0jDach
2) u1j ist die Abweichung des klassenspezifischen Slopes β1j vom vorhergesagten Slope (0 random slope) mit u1j = β1j – β1jDach
3) eij ist die Abweichung des yij-Wertes einer Level 1 Einheit i in der Level 2 Einheit j vom vorhergesagten Wert ŷij (= Level 1 Residuum) mit eij = yij – ŷij
Was sagen die Varianzen der Abweichungen u0j, u1j und eij aus?
u0j) Die Varianz der zufälligen Intercepts  zeigt an, in welchem Ausmaß die abhängige Variable unsystematisch zwischen Level 2 Einheiten variiert.
u1j) Die Varianz der zufälligen Slopes  zeigt an, in welchem Ausmaß der Effekt der unabhängigen Variable unsystematisch zwischen Level 2 Einheiten variiert.
eij) Die Varianz der Level 1 Residuen  zeigt an, in welchem Ausmaß die abhängige Variable unsystematisch zwischen Level 1 Einheiten variiert.
Wie viele Modellparameter müssen geschätzt werden?
Es müssen 6 Modellparameter geschätzt werden: Das durchschnittliche Intercept γ00, der durchschnittliche Slope γ10 und die drei Varianzen ,  und , sowie zusätzlich (empfohlen) die Kovarianz zwischen u0 und u1 (σu01). Die Schätzung erfolgt iterativ, z.B. mit Maximum Likelihood (Regelfall). Als Startwerte können bspw. die Werte aus einer Single-Level-Regression verwendet werden.
Wie lassen sich die Parameter der HLM interpretieren?
Dazu Folie 32 – 36 und PL Hox 2002 anschauen!
Wie lassen sich die Modellparameter inferenzstatistisch absichern?
Jeder geschätzte Modellparameter (egal ob fest oder zufällig) kann inferenzstatistisch gegen Null abgesichert werden. Hierzu wird die Schätzung durch ihren Standardfehler dividiert. Der resultierende Quotient ist approximativ t-verteilt für feste Effekte (bei n>0 sind t und z annähernd gleich verteilt) und approximativ Chi²-verteilt. Voraussetzungen für die Testdurchführung sind Unabhängigkeit und Normalverteilung der Residuen, sowie die Unabhängigkeit und multivariate Normalverteilung der Level 2 Residuen mit Varianz-Kovarianz-Matrix ΣIJ. Letzeres ist nahezu unmöglich zu prüfen, kann aber angenommen werden.
Was ist bei der Anwendung von HLM zu beachten?
1) Es wird eine „ausreichende“ Anzahl von Untersuchungseinheiten pro Analyseebene benötigt. Ergebnisse aus Simulationsstudien legen nahe, dass auf Ebene 2 mindestens N = 50, besser aber N = 100 vorhanden ist. Alternativ können bayesianische Schätzungen vorgenommen werden, die bei kleineren N möglich sind.
2) Effekte sollten in den meisten Fällen als zufällig modelliert werden. Wenn die Varianz jedoch nicht signifikant von Null verschieden ist, dann ist der Parameter als fester Effekt modellierbar.
3) Es sind unterschiedliche Zentrierungen möglich. Auf Ebene 1 kann entweder keine Zentrierung, eine Group Mean- oder eine Grand Mean-Zentrierung vorgenommen werden. Auf Ebene 2 entfällt die Möglichkeit der Group Mean-Zentrierung.
Zentrierung von Prädiktorvariablen bei HLM
Warum sollten Variablen zentriert werden?
Die Zentrierung von Variablen ist sinnvoll, da sie in der Regel keinen definierten Nullpunkt haben. Durch die Zentrierung kann dem Nullpunkt einer Skala ein sinnvoller Wert zugewiesen werden, sodass Intercept und Varianz des Intercepts inhaltlich sinnvoll interpretiert werden können. Jedoch ist die Varianz des Intercepts nicht invariant gegenüber einer linearen Transformation, wenn es zufällige Slopes gibt. 
Insbesondere die Zentrierung auf Ebene 1 hat Konsequenzen für die Interpretation der Modellparameter. Es ist auch zu beachten, dass Group Mean- und Grand Mean-Zentrierung zu Modellen führen, die nicht ineinander überführbar sind. Die Art der Zentrierung ist abhängig von der Fragestellung.
Was ist eine Group Mean-Zentrierung?
Eine Group Mean-Zentrierung (centering within cluster; CWC) ist eine Zentrierung am Gruppenmittelwert, sodass gilt: xCWC = xij – x̅j. Bei der CWC verändert sich die Rangreihe der Personen, es ändert sich also die Datenstruktur. Geschätzt werden mittels CWC nur die „reinen“ Level 1-Beziehungen, die Varianz auf Level 2 wird herausgezogen.
Wie lassen sich die Parameter nach einer Group Mean-Zentrierung interpretieren?
Der Intercept eines Cluster j β0j gibt den Wert der AV für eine Person an, deren Ausprägung in dem Prädiktor dem Gruppenmittelwert entspricht und ist ein nicht-adjustierter Mittelwert für Cluster j. Damit gibt γ00 den nicht-adjustierten Mittelwert über alle Cluster an. Die Varianz des Intercepts ist die Varianz der nicht-adjustierten Cluster-Mittelwerte.
Welchen Vorteil hat CWC?
Bei der Berücksichtigung der zufälligen Slopes erfolgt eine akkurate Schätzung der Varianz des Slopes.
Wann sollte CWC verwendet werden?
1) Wenn ein within (Level 1)-Effekt geschätzt werden soll
2) Wenn eine Cross-Level-Interaktion geschätzt werden soll.
Was ist eine Grand Mean-Zentrierung?
Eine Grand Mean-Zentrierung (centering grand mean; CGM) ist eine Zentrierung am Gesamtmittelwert, sodass gilt: xCGM = xij – x̅. Bei der CGM ändert sich die Rangreihe der Personen nicht, jedoch verschiebt sich die x-Achse. 
Wie lassen sich die Parameter nach einer Grand Mean-Zentrierung interpretieren?
Der Intercept eines Clusters j β0j gibt den Wert der AV für eine Person an, deren Ausprägung in dem Prädiktor dem Gesamtmittelwert entspricht und ist ein adjustierter Mittelwert für das Cluster j. Anders ausgedrückt gibt der Intercept die clusterspezifische Ausprägung der AV bei mittlerer Ausprägung in der UV. γ00 gibt den adjustierten Mittelwert über alle Cluster an und ist der feste Effekt auf Level 2 (= average adjusted mean).
Welche Probleme birgt der CGM?
1) Bei der Berücksichtigung der zufälligen Slopes wird die Schätzung der Varianz des Slopes verzerrt.
2) Es ist nicht eindeutig, wie der Zusammenhang zwischen dem zentrierten Prädiktor und der AV zu interpretieren ist, da der Prädiktor sowohl Varianz auf Level 1 als auch Level 2 enthält.
3) Eine Cross-Level-Interaktion lässt sich nicht von einer between cluster Interaktion unterscheiden.
Wann sollte CGM verwendet werden?
Wenn lediglich für Level 1-Prädiktoren kontrolliert werden soll und eine Level 2-Beziehung von Interesse ist (oder Rohwerte)
Mehrebenen-Mediationsmodelle bei HLM
Wie gestaltet sich das Vorgehen bei Mehrebenen-Mediationsmodellen?
Das Vorgehen gestaltet sich generell äquivalent zu dem bei einer multiplen Regression. So kann der causal steps approach übertragen werden und auch die indirekten Effekte via Teststatistik geprüft werden. Für den Sobel Test wird Normalverteilung vorausgesetzt (große Stichprobe). Auch Bootstrapping ist möglich.
Was sind typische Mehrebenen-Mediationsmodelle?
Grundsätzlich lassen sich drei Typen (2-1-1, 2-2-1 und 1-1-1) unterscheiden, bei denen eine Differenzierung des allgemeinen Mediationsmodell (Prädiktor, Mediator, Kriterium) anhand der verschiedenen Level vorgenommen wird. Die Zahlen geben das Level wieder auf dem sich Prädiktor, Mediator und Kriterium (in dieser Reihenfolge) befinden. Beispielsweise bezeichnet Typ 2-1-1 ein Modell bei dem der Prädiktor auf Level 2, der Mediator und das Kriterium auf Level 1 liegen.
Was ist bei den Typen 2-1-1 und 1-1-1 zu beachten?
Für die Level 1 Prädiktorvariablen sollte eine Zentrierung am Gruppenmittelwert (CWC) vorgenommen werden, da sonst die Gefahr einer Konfundierung zwischen Level 1- und Level 2-Effekten besteht.
Was ist in Bezug auf den Mediationsprozess bei Typ 2-1-1 festzuhalten? 
Die Mediation erfolgt vollständig auf Level 2. Daher kann die Verwendung von Rohwerten oder Zentrierung am Gesamtmittelwert (CGM) zu einer Über- oder Unterschätzung des Mediationseffektes führen in Abhängigkeit von der Größe des Level 1-Effektes.
Was ist in Bezug auf den Mediationsprozess bei Typ 1-1-1 festzuhalten? 
Die Mediation erfolgt vollständig auf Level 1. Daher kann die Verwendung von Rohwerten oder Zentrierung am Gesamtmittelwert (CGM) zu einer Über- oder Unterschätzung des Mediationseffektes führen in Abhängigkeit von der Größe des Level 2-Effektes.
Wie werden Modelle des Typs 2-1-1 bei CGM oder ohne Zentrierung geprüft?
Wie werden Modelle des Typs 2-1-1 bei CWC geprüft?
Wie werden Modelle des Typs 2-2-1 geprüft?
Wie werden Modelle des Typs 1-1-1 bei CGM oder ohne Zentrierung geprüft?
Wie werden Modelle des Typs 1-1-1 bei CWC geprüft?

Welche Probleme ergeben sich bei der Schätzung des indirekten Effekts bei Typ 1-1-1?
Die Voraussetzung für das beschriebene Vorgehen bei Typ 1-1-1 sind fixed slopes auf Level 1. Im Falle von Random Slopes ist die Schätzung des Standardfehlers aufgrund der Kovarianz zwischen den Random Slopes komplexer.
Wie lässt sich das Problem bei der Schätzung des indirekten Effektes aufgrund der Random Slopes bei Typ 1-1-1 lösen?
1. Bauer, Preacher und Gill (2006) haben ein Vorgehen entwickelt, um zu einem korrekten Schätzer für den Standardfehler zu kommen.
2. Alternativ können bzw. sollten Mehrebenen-Strukturgleichungsmodelle verwendet werden.
HLM bei Längsschnittdaten
Warum sind Längsschnittdaten geeignet für HLM?
Längsschnittdaten lassen sich als Messzeitpunkte genestet in Personen verstehen. Level 1 wird durch die Messzeitpunkte dargestellt, Level 2 durch die Personen. Es kann damit die Variabilität innerhalb (Level 1) und zwischen (Level 2) Personen auf den Merkmalen ermittelt werden.
Welche Vorteile hat die HLM bei Längsschnittdaten?
a) Die Anzahl an Wiederholungsmessungen und Zeitintervallen zwischen den Wiederholungsmessungen können variieren (im Gegensatz zur MANOVA)
b) Interindividuelle Unterschiede in der Veränderungen können geschätzt werden (geht auch bei latent growth Modellen)
c) Die Kovarianzstruktur für die Wiederholungsmaße kann vorgegeben werden (weniger restriktive Kovarianzstrukturen im Vergleich zur ANOVA mit Messwiederholung sind möglich)
d) Höhere Analyseebenen können ohne größere Probleme hinzugefügt werden
Wie wird die Zeit in die Modell-Gleichung mitaufgenommen?
Zeit als kontinuierliche Variable kann in Form einer Regressionsgleichung dargestellt werden: yti = β0i + β1i*Tti + eti mit yti als AV für Person i zum Messzeitpunkt t und T als Zeitvariable.
Was muss bezüglich der β-Werte bei der HLM beachtet werden?
Die HLM gibt durchschnittliche β-Werte aus.
Wie ist die Zeitvariable zu kodieren?
Die Kodierung ist immer abhängig von der Fragestellung und der abhängigen Variablen. In vielen Fällen bietet es sich an den ersten Messzeitpunkt mit 0 zu kodieren, da dadurch der Intercept interpretierbar wird. Dieser gibt dann die Ausprägung in dem Kriterium zum ersten Messzeitpunkt an.
Wie ist das mathematische Modell einer HLM bei Längsschnittdaten aufgebaut?
Auf Level 1 findet sich die Gleichung yti = β0i + β1i*Tti + eti. Level 2 setzt sich aus den beiden Gleichungen für β0i = γ00 + u01 und β1i = γ10 + u1i. Das Gesamtmodell lautet entsprechend yti = γ00 + γ10*Tti + u01 + u1i *Tti + eti. γ00 = Fixed Intercept (durchschnittlicher y-Wert bei T = 0)
γ10 = Fixed Slope (durchschnittliche Steigung von y bei einer Veränderung um eine Einheit)
u0i = Random Intercept (individuelle Abweichungen von γ00)
u1i = Random Slope (individuelle Abweichungen von γ10)
eti = Level-1-Residuum (individuelle Abweichungen vom geschätzten y-Wert)
σu01 = Kovarianz zwischen u0i und u1i

Wie lässt sich eine positive Kovarianz zwischen Random Intercept u0i und Random Slope u1i interpretieren?
Je höher die Merkmalsausprägung einer Person bei T = 0 (Intercept), desto stärker positiv (bzw. schwächer negativ) ist der Anstieg über die Zeit hinweg (positiver bzw. negativer Slope).
Wie lässt sich eine negative Kovarianz zwischen Random Intercept u0i und Random Slope u1i interpretieren?
Je höher die Merkmalsausprägung einer Person bei T = 0 (Intercept), desto schwächer positiv (bzw. stärker negativ) ist der Anstieg über die Zeit hinweg (positiver bzw. negativer Slope).
Wie kann ein zeitinvarianter Prädiktor bei Längsschnittdaten in die HLM aufgenommen werden?
Der zeitinvariante Faktor zum Beispiel eine Experimentalbedingung wird auf Level 2 aufgenommen, so dass sich für β0i = γ00 + γ01*Bedj + u01 und β1i = γ10 + γ11*Bedj + u1i ergibt. Entsprechend für das Gesamtmodell: yti = γ00 + γ01*Bedj +γ10*Tti+γ11*Bedj*Tti+u0i+u1i*Tti+eti. Die Gleichung enthält nun also den Interaktionsterm γ11*Bedj*Tti. Wenn γ11 signifikant ist, dann ist eine signifikante Cross-Level-Interaktion vorhanden.
Basierend auf welcher Logik wird ein zeitinvarianter Faktor dergestalt aufgenommen?
Das Intercept einer Person β0i (d.h. ihre Merkmalsausprägung zu T = 0) sowie der Slope einer Person β1i (d.h. die Veränderung in der Ausprägung zwischen zwei Messzeitpunkten) hängt davon ab, ob die Person in der Trainingsgruppe (Bed = 1) oder der Kontrollgruppe (Bed = 0) war.
Auf welche Weise können Prädiktorvariablen in der HLM bei Längsschnittdaten zentriert werden?
Es gibt zwei Möglichkeiten im Falle von zeitvarianten Prädiktorvariablen gemessen auf Level 1: CGM und CWC. CWC bezieht sich dabei auf den personenspezifischen Mittelwert, da Gruppe = Person meint.
Was ist bei der Zentrierung von Prädiktorvariablen bei HLM mit Längsschnittdaten zu beachten?
Auch hier gelten ähnliche „Regeln“ wie bei HLM mit querschnittlichen Daten: 
· Disaggregation von within-person und between-person Effekten sind wichtig
· Vorsicht gilt beim Vorliegen eines random slopes, da man bei CWC dann nicht die reinen within-Effekte erhät.
Wie sieht eine Kovarianzstruktur auf Level 1 aus?
Die Residuen eti auf Level 1 sind unbeobachtet. Daher müssen Annahmen über deren Verteilung auf Level 1 gemacht werden. Typischerweise wird eine Einfachstruktur angenommen mit eti = N(0, ). In SPSS entspricht dies einer skalierten Identitätsmatrix . Die 1en geben die Varianzen (konstant und standardisiert), die 0en die Kovarianzen an. Dies ist aber meist nur bei kurzen zeitlichen Abständen zwischen den Messwiederholungen realistisch, obwohl es eine sparsame Modellvariante ist. Es gibt dafür eine Vielzahl von alternativen Strukturen.
Welche alternativen Strukturen zur Festlegung der Kovarianzstruktur auf Level 1 neben der Identitätsmatrix gibt es?
· variierende Varianzen über die Zeit (in SPSS „Diagonal“). Dabei werden die Kovarianzen auf 0 festgelegt und die Varianzen dürfen variieren: 
· gerade bei kurzen Zeitintervallen ist Autokorrelation zwischen den Messwiederholungen eine Alternative (in SPSS „AR“). Dabei werden gleiche Varianzen angenommen (die 1 bedeutet nur, dass sie gleich sind, nicht das sie 1 sind!) und die Kovarianzen dürfen sich unterscheiden: Identitätsmatrix 
· am wenigsten restriktiv ist die Variante „unstrukturiert“. Sie bietet sich an, wenn keine Annahmen darüber vorhanden sind, wie die Kovarianzmatrix aussieht (was meistens der Fall ist): 
Welche Kovarianzstruktur passt am besten auf die Daten?
Diese Frage kann mittels eines Modellvergleichs über den Chi-Quadrat-Differenzentest beantwortet werden. Es ist weiterhin zu beachten, dass unterschiedliche Kovarianzstrukturen auch zu unterschiedlichen Parameterschätzungen führen.
Welche Kovarianzstruktur wird auf Level 2 verwendet?
Eine Varianzstruktur auf Level 2 wird dann verwendet, wenn sich mehr als zwei Variablen auf Level 2 befinden. Auch hier können in Abhängigkeit von den zufälligen Effekte auf Level 2 unterschiedliche Annahmen über die Kovarianzstruktur der Residuen gemacht werden. Häufig wird jedoch bei mehr als einem zufälligen Effekt eine unstrukturierte Kovarianzmatrix angenommen: . Dabei ist  die Varianz des Intercepts und  die Varianz des Slopes
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